Rozdziat |

Proste przypadki wytrzymatosciowe

Przedstawione zostarzadania dotyege $ciskania, skgcania i zginania
pretbw wykonanych z materiatdbw sgystych i lepkospyzystych. W
rozwazaniach kdziemy réwnie¢ uwzgkdniaé proste modele nieliniowoi
fizycznej materialu w formie pegowej. W kadym zadaniu najpierw zostan
podane rozwgzania liniowo-spgzyste, a potem nieliniowe lub lepkosgpyste.
Poréwnanie tych rozwkan pozwoli uzmystowd czytelnikowi celowéé
przyjmowania ranych modeli fizycznych problemu.

W rozwaaniach dotycgcych prostego rozgfjania (rys. 1.0a) postugujemy
sie zaleznosciami midzy wydtwzeniami Al a sitami osiowymiN. Maja one
posta:

- liniowa spezystasé

o=Ee, e=El0 std Alz% 1)

- nieliniowa spgzystaé¢ o prawie paggowym

_ N _ g n _ i n
o=A¢c ,5—(Aj stad 4 (AFJI (2)

- liniowa lepkospgzystasé¢
o=E({t)0de, e=E*(t)0do stad 4 =IF N* dEL(t) (3)
gdzie

t
f, Odf, = f, Odf, = j f,(t—7)df,(r), E™(t) DdE(t) =3 (4)
0
- nieliniowa lepkospyzystasé

o=(e)" OdA®), £=(cOdB(t))" - 4 {% dB(t)jnI (5)



gdzie

B(t) * dA(t) = o (6)
e A X3 Xa
c
13
EL\? 7 RS
\ .
Al ER GhF
Rys. 1.0a Rys. 1.0b

W zagadnieniach sé&cania (rys. 1.0b) zal@os¢ miedzy momentem
skrecajacymK, a lgtem obrotu przekrojw przyjmuje forng:

- liniowa spezystasé

1 Kl
—>¢=

0,, =2GE&,,,0,3 = 2Ge5,T=2Gy, y= >G T G

(7)

gdzie

Jo :I[(Xz)z + (XS)Z]dF, Tz\lalzs +0122 =¥ (8)
F

o]

- nieliniowa spgzystos¢

o N _[ T13 " - K "
013=2G(g;5) ’813_(fj - ¢_(WJ | 9
gdzie
BN+ = [l + () ar, n=1 (10)
F

- liniowa lepkospgzystasé
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0., =2G(t) * d&,, 0,5 = 2G(t) Ldeys,

r=2G(t)0dy, y=Gt)0dr - ¢:JLK*dG'1(t) (11)
0
gdzie
2G(t) dG(t) =0 (12)
- nieliniowa lepkospyzystas¢
N — 4~ =1 "
013=2(8,)" 0dG(), &3 = (G (t) Ddam) -
n (13)
1 —-1
S¢g=|———K*dG (1) | |
Jo(N+1)
gdzie
2G() * dG () =J (14)

W podanych wzorach oznaczono symbolaminapgzenie normalne -
odksztatcenie normalney,,,o0,;,7 -napkzenia trce, &,,&,, ) -odksztatcenia

postaciowe,E,A,G,a -moduly Younga i Kirchhoffa w zadaniach sprstych

liniowych i nieliniowych, E(t),A(t),G(t),@(t),E’l(t),B(t),G’l(t),E_l(t)-
funkcje relaksacji i pelzania w zadaniach liniowo ieliniowo
lepkospezystych, n= 357,...-wykfadnik opisujcy nieliniowas¢,
Jo, Jo(N+1) - biegunowy moment bezwtad§ed rzgdu 2 i N+1, 4 -
wydtuzenie peta, ¢ - kat skrecenia przekroju gta, | - dlugasé preta, t - czas,
0 - delta Diraca,N - sita osiowa,K - moment skgcajgcy.

ZADANIE 1.1.

Obustronnie utwierdzony ¢r o statym przekroju i diugei | podlega
dziataniu sity osiowepP przytozonej w punkcie 0 (rys. 1.1a). Nalewyznaczy
sity osiowe w pg¢cie, przy czym zalsos¢ napezenie-odksztalcenie nalg
przyja¢ najpierw jako liniowo spizysta, a p&niej nieliniowo spegzysty i
lepkospezysta. Poszukuje gsiwartasci reakcjiRai Rs.
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A%
Re

R %, o P -2 K
X2

A B /

y a y b y FE

7 \ \
Ra P

Rys. 1.1a

Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczaR@vnowane zadanie
statycznie wyznaczalne otrzymamy po odrzuceniez@iwv w utwierdzeniuB
(rys. 1.1b). Dla zachowania réwnomsci obu zada wymagamy, by
przemieszczeni®, w punkcieB byto rowne zeru

5320
+
Rs
DL T o P —=
A
y . a v b v
/1 \ \
Rys. 1.1b
J,=0

Z warunku réwnowagi sumy rzutéw sit n&xa wynika, ze

P-R,-R;=0 - R,=P-R,

Dodatkowe réwnanie na reakdRa i Rs otrzymamy wykorzystuagc warunek
nierozdzielnéci

a) Wzadaniu liniowo sprezystym wydtuzenia peta opisuje réwnanie
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A]:ll

EF
Stad warunek nierozdzieldoi prowadzi do relacji

RAa+(RA_P)b:0—> RA(a+b)_Pb=0—>

5 :0—>
B EF EF
R -p. b _ P
— A — -
a+b 1+ 2
b

Z warunku sumy rzutoéw sit otrzymamy

a _ P

Rs=P-R, - Rg=P =
atb ., b
a
b) W zadaniu nieliniowo-sprezystym wydtuzenie pgta dane jest

rownaniem
n
AF

Stad warunek nierozdzieldoi prowadzi do relacji

A RS
FA FA FA FA a

gl
b\" a P
- RA=(P—RA)(EJ - RA=PT S Ry=—
1+() 1+(aj
a b
Z warunku sumy rzutéw sit otrzymamy
=]
RB =P-R, -» RB =
2
1+ =
a
liniowo lepkosprzystym wydtuzenie peta opisuje

¢) W zadaniu
zaleznosé
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| _
A =—N*dE(t
= (t)

Stad po podstawieniu do warunku nierozdziglidedzie
a(&j ™ +b(mj HE=0 - [&wmbj WE™ =0
F F F F

Nastpnie na podstawie twierdzenia Titschmarscha stwaggdego, &
jezeli iloczyn splotowy pary funkcji jest réwny zerwp jedna z funkcji
wchodzcych w jego sklad musi Byréwna zeru, otrzymamy rozgdanie
zadania.

Raa+(Ra—P)b=0 - Ry =P b

a+b

Wynik w zadaniu lepkospeystym jest wec identyczny jak w zadaniu
sprzystym.

ZADANIE 1.2.

Sciskany pet sktada si z kilku warstw @) o r&nych przekrojachF, i
modutach YoungeE, (rys. 1.2). Naley dla znanej sity osiowdp, parametrow
geometrycznychF, i fizycznych E, warstw okréli¢ napgzenia wys¢pujace
w poszczegolnych skladnikache¢m. Rozwazanie naley znale¢ w zakresie
liniowo i nieliniowo spezystym oraz liniowo i nieliniowo lepkosgrystym.

Rozwigzanie

Zadanie jest wewrznie statycznie niewyznaczalne. Ngmnia w
poszczegodlnych sktadnikach ¢pa wyznaczymy wykorzystag zataenie, i
odksztatcenia wszystkich warstey sobie rowne

el=g?=.=¢%=...=¢

oraz z warunku rownowaosci uktadow sit zewetrznych i wewgtrznych

P=YP" =3 0F"
a a
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2
| P~
0=1,2,.m \//

Rys. 1.2

a) W przypadku liniowo sprezystym dla kadej z warstw &) mazna
zapis@ rownanie fizyczne

g% =E%“, a=12..m
Stad otrzymamy warunek rownowagi wewtrenej

P
ZEGFG
a

Znajgc wartagci odksztalcenia € mazemy wyznacz§y napezenie w
dowolnej warstwie €)

P=)E'F%" - & =¢=
a

P

0% =E%%"=E% - 0°= E”—ZEgFa
a

Zauwamy, iz rownym odksztatceniom poszczegdélnych warstw odpdeji
w 0goInaci skoki napegzen na stykach warstw.
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b) W przypadku nieliniowo sprezystym dla kadej z warstw &) mazna
zapis@ rownanie fizyczne

g% = A"(E”)N, a=12...m
Stad otrzymamy warunek réwnowagi wewgtrenej

P=§P” =;A"(£”)NF” (ee) =g =—ZAF;F”
a

Znajac wartgci wyrazenia €™ mazemy wyznaczy napezenie w dowolne;
warstwie (@)

N AP
0.0' - Aﬂ(gﬂ) =AﬂgN R 0.0' - ZAaFa
a

c) W przypadku liniowo lepkosprezystym dla kadej z warstw ¢ ) mazna
zapis& rownanie fizyczne

o =E°[de?, a=12,...m

Stad otrzymamy warunek réwnowagi wewgtrenej

-1
P=>P7=>FE" Ode” - de” =d£=PE(ZF"E"]
a a a

gdzie
-1
{ZF"E"} D{ZF”E"} =J
a a
Naprezenie w warstwie ¢ ) wyliczymy z réwnania
-1
0% =E?0de” =E“*de - 07 =E“ DPE{ZF”E”}
a

W szczeg6lnym przypadku, kiedy funkcje relaksa@rstwy (o) sa postaci
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E(t) = EZf(t)
otrzymamy
o7 =EJf Ode” - P=> P" =Y F7EJf*de” -
a a

L frde? = frde= b
ZF E,
a
i dalej
a
a"’zEg’fEld‘s‘j’zE(‘j’f*dg_>0‘7’=Eo—aP
FIEy
2 FIES
a

Wynik ten jest wgc analogiczny, jak w przypadku liniowo gpystym.

d) W przypadku nieliniowo lepkosprezystym dla kadej z warstw @)
maozna zapisaroéwnanie fizyczne postaci

o’ =(£")N OdA™, a=12,...m
Stad otrzymamy warunek réwnowagi wewgtrenej

P=YP" =S F(e") da - ()" =& = P%Z F"dA"}_l
a a a

gdzie
-1
{zpadw} E{ZF”dA"} »
Naprezenie w warstwie ¢ ) wyliczymy z réwnania
N -1
o’ = (g") *dAT =g+ dA” = PE{Z F"dA”} OdA”

W szczegllnéxi z&, dla
dA7(t) = df (1) Ay

otrzymujemy prost zaleznosé¢
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o =(eo ) odf A~ P=Y P =Y Fele) 0df AT -

N (EG)N*df :EN*df :ﬁ
a
i dalej
o’ - NP

DT

Z porébwnania rozwizan tych samych zadaw zakresie liniowo i nieliniowo
sprzystym wynika oszacowanie micy

-1
0.[7_0.0 a E[I AG EG
= : _P ar-a P a g
S AFT| Y EA
a a

P
ot > E°AT
a

Ea Aa ZECIFC’ AHZEGFCI

a —

= - =1- a
ZEHFG' ZAHFG' EH EHZAHF[I
a a a

Wynik ten pozwala m.in. na oldlenie wplywu przygtych statych
materiatowych w obu zadaniach.

ZADANIE 1.3.

Analizowa bedziemy napgzenia i odksztatcenia w geie zbrojonym,
rozcigganym sig osiowg P (rys. 1.3). Pgt sklada sj z matrycy o sztywnii
E°F° i zbrojenia o4cznej sztywnéci E?F?. W uktadzie tym naley jeszcze
wydzieli¢ warstwe kontaktows wystepujaca miedzy matryg a zbrojeniem,
ktéra ma zapewniciagtos¢ deformacji. Okrélenie wlasnéci mechanicznych

tej warstwy, tj. modutu speystasci E* jest celem zadania. Materiat matrycy,
zbrojenia i warstwy kontaktowej naleprzyjaé¢ jako liniowo spezysty.
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S A 7 L—warstwa
‘\\O X + O g kontaktowa .
- t-- EF
E°F | zastpezy
| matryca osrodek
PR PEEN jednorodny
L O L O0 ] e
_ _ zbrojenie
0" =E%¢ G=E&
F=)F*
a
a=012
Y G

'
'
'
Fe———d-
'

Rys. 1.3. Deformacje w grie warstwowym i jednorodnym ukladzie zgstzym

Rozwigzanie

Oprocz wygpciowego zadania, w ktorym wygtuja trzy skiadniki
E°F°,E'F!, E?F?, analizowa bedziemy jeszcze pewne rownoive zadanie

w zastpczym drodku jednorodnym o sztywka EF tak dobranej, aby pod
wptywem tych samych obgien wystpity takie same odksztalcenia

P=Pic=¢
Site osiowg w precie okréla relacja

P=Y P =Y 0"F" =Y (E7F7)¢", a=012
a a

a

Wowczas warunek nierozdziekw odksztatcé poszczegdlnych sktadnikow
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e=¢g"
prowadzi do zaknosci
«_ EP
> ETFC
a

W réwnowanym pecie jednorodnym ddzie zachodZi

g

o=E&

a dalej
__o_ P
E=—=——

E EF

Warunek takich samych odksztaice = &
rOwnasci

i obciazen P =P prowadzi do

_ P P _
> E'F® FEF ;
a

- EF =E°F°+E'F'+E%F?

Stad poszukiwany modut warstwy kontaktowej wynosi

E! =%(I§F - E°F° - E%F?)

ZADANIE 1.4,

Analizowa bedziemy jak poprzednio zadanie 1.3. zaktadajz sktadniki
preta @ nieliniowo spezyste, a dalej liniowo lepkosgtyste

Rozwigzanie

a) Wzadaniu nieliniowo sprzystym sit¢ osiowg P okresla wyrazenie

P=Y0"F" =Y A"Fa(e)"
a a

20



Zas warunek nierozdzieldgoi odksztalcé &£=&° poszczegdlinych
sktadnikéw prowadzi do relac;ji

R
a

W réwnowanym pkcie jednorodnym zachodzbedzie
g=Ag"
a dalej

P
AF

g =

> Q

Warunek takich samych odksztaice =& i obcigzen P = P prowadzi do
rOwnasci

N

£ :éN—> P = P _,ZAGFGZAF_,

S AFT AR 4
a
~ AF = AR+ ATFT + AF?
Z poréwnania sztywrnii AF z suma Sztywndci > A'F? mazna
a
wyznaczy parametrAt warstwy kontaktowej

1

Al =E(AF —A°F°—A2F2)

b) W analogicznymzadaniu lepkospkzystym site osiowg P okreila
zaleznosé

P=Y0F" =Y FE" [de”
a a

Zas warunek nierozdzielrioi przyrostow odksztatce

de =d&”
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prowadzi do relacji

-1
de? =de = PE{Z F”’E"}
a

gdzie

{%:F”E”}E{;F”E”]lzé

W réwnowanym pkcie jednorodnym zachodzbedzie

o =E[de
a dalej
de=oTE" =+ =pr[re]”

Z przyréwnania przyrostow odksztaiceds =d€ i obcigzen P=P
otrzymamy

-1
de =dé - PE{ZF"E”} =prE[ - SR ET M) =F Et) -
a a
- F E(t)=F°E°(t) + FLEY(t) + F2 EA(t)
Z poréwnania sztywriei F E(t) z sum sztywndci » F? E“(t) mazna
a

wyznaczy poszukiwan funkcje relaksacjE'(t) warstwy kontaktowej

El(t)zé[F E()-F° E°()-F* EX()]
ZADANIE 1.5.

Nalezy okresli¢ stan napgzen w warstwie rozdzielagej dwa pegty sciskane
rownomiernie rozieonym obcizeniem p (rys. 1.5). Materialy mta i warstwy

spajajcej g liniowo spezyste.
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[ o
Eo
e
0,=-p

8:?1 = ou
= Voour Pl Vo
€33~ E, 22 E,
zenia i napezenia i
napkzenia i X _
odksztatcenia X2 \(/)vdle(/:l?ts?\xiima
w pretach stwie
i rozdzielajcej
Rys. 1.5.
Rozwigzanie

Okreslimy najpierw z osobna nagrenia i odksztalcenia w warstwie
rozdzielagcej i w prtach.
W pretach napgzenia i wydhizenia wynosz

0. VO.
0, =P, 511=f; Epp=Ex3= 2
Al :5‘222| = —M : Ab:gsszb: —&Ele

a w warstwie rozdzielagej
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Rd&znice przyrostow diugai wynosz

vV, V
A, -A=-20 ]| =2-—1
0 17 (EO EJ

V, \'
Ay - Ab=-20,pb| 2> -—
b, 11 [E Ej

0

Jezeli zalarymy ciagtos¢ odksztalcé na stykach warstw to tbice
odksztatcé nie powinny wysipi¢, a wobec tego powstanie dodatkowa sita
poziomaX, dziatapca w kierunku osk, oraz Xz dziatlapca w kierunku osks
zapewniajca chgtos¢ poziomych odksztatee W przypadkuE>E, w warstwie
rozdzielagcej wystpia sity sciskapce a w pgtach rozcigajace.

Sity X, i X3 w pretach i rozdzielajcej je warstwie wywoly nastpujace
wydtuzenia i skrocenia:

-na kierunku osk;

X2, X2 gy
E2h2b E,g2b

[ 1 1 \_ Vo V
Xo 7=t =-oyl| = -—=
bl 4Eh 2E,g E, E
stad

-1
XZ:pb[ﬁ—iJ(i+ 1 j
E, E)4Eh 2Eg

-na kierunku osks;
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X52b | X32b
E2h2l  E,g2l

X3E _1 + 1 = _allb V_O—i
|| 4Eh ~ 2E,g E, E

stad
-1
X3:p|(ﬁ—£J[i+ 1 j
E, EJ4Eh 2E,g

Mozemy teraz wyznaczy dodatkowe naggenia poziome d,,, 0o, |

:AbO_Ab -

0 z
043, O35 , ktOre wynosz

__ X5

Xy o __ % Xs o

022=%1 O2 Eg' 033=ﬁ1 O33 %

Podane rozwaania posiadaj przyblizony charakter. Pozwalgjone jednak
okredli¢ wartd¢ napezen wyskpujacych w plaszczinie prostopadtej do
dziatania sity sciskapcej, a wynikagca z r&nicy wlasndci sprzystych
(modutéw E i E,) w pretach i warstwie rozdzielage;.

ZADANIE 1.6.
W ukladzie petowym przedstawionym na rysunku (1.6) rglevyznaczy

sity w pretach ukdnych, wykonanych z liniowego oraz nieliniowego nnztel
sprzystego.
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