u=o
czyli
u={(ky +x M ds+ [ (g, +&r)Nyds
S S

gdzie: x,, jest zmiam krzywizny wywotam przez stan napten, &,, jest
wydtuzeniem wywotanym przez pole ngpen, natomiastx; jest zmiag
krzywizny wywotar, przyrostem temperatury, Za&, jest wydhzeniem

wywotanym sredni wartascia temperatury w przekroju ktére to wiela w
analizowanym przypadkuasrowne zero ze wzglu na brak oddziatywania
termicznego.

Wystepujace w calce Mohra funkcj®él; i N; s momentami zgingpymi
oraz sitami osiowymi w analizowanym ukfadziectomwym, wywotanymi
dziataniem sity jednostkowej przytonej w miejscu i kierunku zadanego
przemieszczenia, czyli w punkcie 1.

Przedstawione zadanie jest rownamne odpowiedniemu zadaniu statycznie
wyznaczalnemu, w ktérym sita hiperstatyczifajest tak dobrana by jej
dziatanie wywotywato przemieszczenderowne osiadaniu podpory w punkcie
1, czyli musi by spetniony warunek nierozdzielfw u=29 .

W wyrazeniu tym J przyjmuje ré@ne wartdci w zaleznosci od rodzaju
analizowanego materiatu (liniowo-gpystego, nieliniowo-sgrystego itd.).

Wspdlm dla wszystkich rozwaanych przypadkdéw egZciag obliczen jest
wyznaczenie funkcjiM; i N; — momentéw i sit osiowych wywotanych
dziataniem sity jednostkowej w uktadzie podstawowytdrych wykresy maj
post&

) l}%%x g% .

Rys. 3.12b
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a) Materiat liniowo-spr ezysty
Dla materiatu liniowo-spizystego réwnanie fizyczne postaa =El¢
prowadzi do nagpujacych wyraen na krzywizip «,, i wydtuzenie &,,

gdzie M jest funkcj momentdéw zginagych wywotanych dziataniem
wszystkich sit w ukfadzie, natomialsitjest funkcj sit osiowych od wszystkich
sit w uktadzie.

W wyniku podstawié rownanie przyjmie posta

usz[MldS+IN[N1dS
= ) EF

Funkcje momentéw zginggych M i sit osiowychN mozna przedstawi w
postaci
M=XM,;, N=XIN,;

i wowczas réwnanie statyki sprowadzj gio

=X j'vll[l}\/llds+_|‘l\llENl ds
< < EF

EJ

u=x(,,+3,)
gdzie

' :f M, [M,

S

EJ

N, [N,
EF

ds

ds, o,=]

S

0,,,0,; 3 wzorami okrélajacymi wspotczynniki wysipujace w klasycznym
réwnaniu metody sit.

Wartaici tych wspétczynnikébw wyznaczamy korzysiajz uproszczonego
sposobu Mohra-Wereszczagina, ktory wynika wprosbbiiczenia wartéci
calki oznaczonej iloczynu dwoch funkcji, z ktérygdna musi b§ ciagla, a
druga liniowa.

Wyznaczenie wielkei J,, i d,;, wymaga ,przemngenia” wykresow funkcji
wg schematow
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M]_ Ml

V2l

Vo JJITE V2 V2 JHTe V2

7/
N, N; = 11

©
GIEMmV2 V2
5

|||||||{DIIIIIIIIIIJ§|

V2

Rys. 3.12c

W wyniku obliczeéx otrzymujemy

1 2)3
Oy =E(3%\/E| [I]I:—E\/Elj :E
5i1=E—:::(3[{/EEﬂ E{/E)

_6
EF
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Obliczone wspoétczynniki wstawiamy do réwnania
3
u=X i +6_|
EJ EF

3 -1
X =u i.{.il
EJ EF

Po obliczeniu sityX mozemy przysipi¢c do sporzdzenia wykreséw sit
przekrojowych.

NI
LX<

<

J2x —
N — T
)
vax 5 J2x
J iR winislmiing
7777 Vo =
@
V2 —
u |
Rys. 3.12d

b) Materiat nieliniowo-spr ezysty

W zadaniu nieliniowo-sgeystym wykresy momentowl, i sit osiowychN;
od sity jednostkoweK = 1 kxda takie same jak w zadaniu liniowo-gpystym.
Zmianie ulegg wydiluzenie i zmiany krzywizny wywolane przez esit
hiperstatycza X.

Wyrazenia te bda miaty posté

(] il

W zadaniu tym stuszny jest warunek nierozdzigtha = o
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Wartas¢ dwyznaczymy z catki Mohra

N"N,
_'[[A.J N+1 j(AF) @
czyli
N"N,
_I[A.J N+1 I(AF) %
(XN)"N,
J[A.J N+1 I (AF) %

u=Xx" | My M1 ds+ _[ Nlds
[AJ(N +1)]"
Wystepujace w wyraeniu catki mag posta

J_ M J‘ ( !”*1 oe 3 |n+2(ﬁ)”+2
[A3( N+1]1’n AN+ T T[AIN+L)] (n+2)
[ e A
_ { 3(&)””[1]“*2 +3(J§)”+1J

AN () (aF)
V2

[ )””[I]'”Z +3(*/§)n+1J N
[AI(N+2)]"(n+2)  (AF)"

Z poréwnania rozwizaa w zadaniu liniowym i nieliniowym istnieje
mozliwo$¢é dobrania takiej wartmi ,modutlu siecznego”E w zadaniu
nieliniowym, aby rozwgzanie w obu zadaniach byto identyczne.

Poréwnujc sity X z rozwizania liniowego i nieliniowego otrzymujemy

u(ﬂs +6_'J_l _ UN[ V2] o . Az D]JN

EJ EF [AI(N+1)]"(n+2)  (AF)"

E- uN—l[ )" o + VB D]JN [Eﬂs +§'j

S

N+ (2 () | L3 F
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Zastpczy modut sieczny zate¢ bedzie tylko od konfiguracji ukfadu.

¢) Materiat liniowo-lepkospr ezysty
Rownanie fizyczne ma posta

o= _[qo(t+r dr plE

gd2|e.qo- funkcja relaksacji¢ - predkos¢ odksztatce.
Wydtuzenie i krzywizna wyrzaja sie wzorami

_NOp™ k_MD¢’1
F J
N R M OR
:—,K——
F J

dla réwnania fizycznego
t

£= I R(t - r)a(r)dr

0

Warunek nierozdzielrioi w tym zadaniu pozostaje bez zmiarr & czyli

—_[RDMMd j@Nd

gdzie
M=XM; N=XN,

Otrzymujemy

u=ROX jM 1M s +j
L J
3
u:RDX &+il
EJ EF
3 -1
RDX =u &4.&'
EJ EF

stosujemy transformaglaplace’a
S oo 1 (2% e )
R(p)ﬂox(p)—gu et

EJ EF
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Przyjmujc r(p) =—— otrzymamy

=
~—|

t 1< 1 G )t=r)
X(t)=|r8= E [~ Y1+ E,Cyle™ T +
0=[re{ e

1 1
+(1 1+Ebco}+1+EbC0 5(‘: T):|+ﬂE25(t T)}-i-

e L L

W podanym wzorzeE, C, y s3 statymi okrélajacymi reologiczne
wiasciwosci betonu, i - udzialem zbrojeniaE, — modutem spzystasci
stalowych wktadek.

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy zmienny w c2asbzkiad sit
wewretrznych wywotany osiadaniem podpory w punkcie 1.Kégy wielkaci
wewretrznych g analogiczne jak w zadaniu liniowo-gpystym.

s JTElT <

o

-
J2X(0) H 2x0
M N %—; T
2X(t S
V2x () V2X (1)
- aan
o) ] -
[T L o
1] T
= —
= ]
) St
= €
—H [+
11 —H
—H T
L]
Rys. 3.12e
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ZADANIE 3.13

W podanym uktadzie ptowym (jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym)
nalezy wyznaczy rozktady funkcji momentéw zginggych, sit poprzecznych i
sit osiowych, wywotanych dziataniem stacjonarnegtagermicznego. Schemat
zadania oraz pole temperatur przedstawiono na8r§8a.

—

T |
T,
T2 5T,

1

o ey

Rys. 3.13a

Obliczenia nalgy wykona dla materiatu

a) liniowo-sprezystego o=Ee¢
b) nieliniowo-sprezystego o=A"
c) liniowo-lepkosprezystego o =R[ld¢

Wyniki obliczen nalezy ze sol poréwnd.

Dane:| - dlugae¢, T, - temperatura msza, T, - temperatura wisza, ar -
wspotczynnik rozszerzaldoi cieplnej,E, N, R(t), A - wspotczynniki i funkcje
charakteryzujce wigciwosci mechaniczne w podanym uktadzie zmgch
materiatéw.

Rozwigzanie:

W zadaniu s# hiperstatyczg i sity przekrojowe wyznaczamy korzysjajz
catki Mohra

3= [(Ky +Kr)Mds+ [(gy +&r)Nyds
S S
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gdzie O jest przemieszczeniem w ukladzie wywolanym przigos
temperatury.

Korzystagc z warunku nierozdzieldoi stwierdzimy,ze przemieszczenie w
uktadzie w punkcie 1 wynosi zero, czyli

0=[(ky + 4 Myds+[(ey +&r )Nyds

gdzie (KM : KT)SE} zmianami krzywizn wywotanymi odpowiednio przezrsta
napezen i przyrost temperatury, e(sM ,gT) s wydtuzeniami wywotanymi
przez pole napeen i srednig wartas¢ temperatury w przekroju.

Wystepujagce w catce Mohra funkcj®l; i N; 53 momentami zginggymi i
sitami osiowymi wywotanymi w analizowanym ukladziestowym dziataniem
sity jednostkowej przylonej w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia.

Przedstawione zadanie jest rownam& nasipujagcemu zadaniu statycznie
wyznaczalnemu.

Rys. 3.13b

Nalezy jednak narzuc¢iwarunek nierozdzielrgi 6 =0.

W wyrazeniu tymo przyjmuje r@ne wartdci w zaleznosci od rodzaju
analizowanego materiatu (liniowo-ggysty, nieliniowo-spgzysty, itd.).

Wspolrg czscia obliczer zadania niezaimie od opisu materiatSunkcije
My i Ny, ktorych wykresy maj posta
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éj

[T

Ny

1
| I

Rys. 3.13c

Wspolrg czscia obliczen s3 réwniez wydtuzenie oraz zmiany krzywizn
wywotane dziataniem pola termicznego.

|

AU P))
Ky =—T |1-| 2 gTzaT(T1+T2)

N

Rys. 3.13d

a) Ciato liniowo-sprezyste
Opisane jest ono rdéwnaniem fizycznynw =E¢, co prowadzi do
nastpujacych wyraen na krzywize «,, i wydtuzenie &,

M N

Ky =——, €u =
“E3T M EF
gdzieM - funkcja momentoéw zginagych wywotanych dziataniem wszystkich

sit w uktadzie N - funkcja sit osiowych od wszystkich sit w uktadzi
W wyniku podstawié rownanie (1) ma posta
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_[ lds+_[/(TM ds+j 1ds+_[£TNlds

S
FunkcjeM i N mozna przedstawiw sposob nagpujacy

M=XM,, N=XN,

Rownanie statyki przyjmuje @& posta

0= X(j = lds+_[ 1dsJ+jKTM ds+_[£TN ds

0=X(511+511)+(5T+5T)
gdzie
MM - N;N
0. = 1 1d , o. = 1 1d
H £ E] ~£EF >

S = [krMds , J; = [ N,ds
S S

Wartdéci  wspotczynnikow  J,,,0,,,0;,0; Wyznaczamy  korzystag z
uproszczonego sposobu Mohra-Wereszczagina.
W wyniku przeliczé otrzymujemy

[mmgl-ﬁj o

(4&@@1} .
5. :_;{m%gﬁ T;—Tz j=_| o, (T, -T,)

h

S = —ZGD] g‘@j (T, +T))

Uzyskane wyniki wstawiamy do réwnania

A i _ _|O'T(T1_T2)
O_X(3EJ +EFJ ( ar (T, +T:) h
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a; O(T, -T 4 4!
R e

Wyznaczona sita hiperstatycznX pozwala spormzic wykresy sit
przekrojowych w zadanym uktadzie.

—| >

é
—| >
g

[T

—

Z
el

X HIIIEAT X
ES

Rys. 3.13e

b) Ciato nieliniowo-sprezyste

Wykresy sit osiowychN; i momentéwM; od sity jednostkoweK = 1 oraz
wykresy termicznych wydlen i zmian krzywizn g identyczne jak w zadaniu
liniowo-sprezystym.

Wydtuzenia i zmiany krzywizn wywotane sithiperstatycza obliczymy
korzystajic z zalenosci

) i)

ktore wynikaj z rownania fizycznego postagi= A" .

W uktadzie zadanym, ktory rozpatrujemy jako wykoparciata nieliniowo-
Sprzystego stuszny jest warunek nierozdziébia =0.

Wartcs¢ & wyznaczamy z catki Mohra

oM NP .
Pl Ty N
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gdzieM =X M,;, N=XIN;,.
Wartas¢ 0 wstawiamy do rownania

J[AJN+1 J;( lNds+dr+cir 0
X{“MhliMd { J (gﬂ%jﬁ—m@ﬁﬂﬂﬂ)
Obliczamy catki
1 1
Ipu N+1 i( ) %l j - [A509+ﬂ] .
|
~ AN+ (n+2)

n 1| -n
INlle:4 ) 1, 40
: (AF)"

o (AF)" T (AF)

Obliczone catki wstawiamy do

+a, (T, +T,)

n 4 LA (T -T,)
X [[A,J(N+1)]”(n+2) (AF)J h

. {[ﬁ vt o e (ﬁé;ﬂ

Poréwnujc rozwizania zadania dla ciata nieliniowo-gpystego i liniowo-
Sprzystego maemy otrzyma tzw. ,modut sieczny”.

{{M+a& (T, +T2):|[[AJ(N +L:1LI)]”(n+ 2) ' (i{F;nJl} )
[ ) A )

3EJ EFI
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E {“TE'('E;)WT (T, +T2)}N-l L[AJ . +i|)]n(n+z) . (‘/:'F_;nj_N 0
4.4

3J F

Otrzymany ,modut sieczny” zatg nie tylko od rozktadu temperatur, lecz
takze od konfiguracji uktadu.

¢) Liniowy materiat lepko-sprezysty
Réwnanie fizyczne ma posta

o= _[(p(t— r)dr = ple

gdzie ¢ft) - funkcja relaksaciji£(r) - predkosé odksztatca, T - symbol splotu.
Wydtuzenia i krzywizny wyraajg sic wzorami

_NOp™ k_MW*

O F T

_NOR _MOR
T, _T

Warunek nierozdzielrioi pozostaje bez zmian jak w zadaniu liniowo i
nieliniowo-spezystym o = 0 czyli

0

J'Md +IKTM ds +J%S+J‘£TNldS
s

S

gdzie
M=XIM, i N=XIN,
O:JRDXMl
s J

RDXNl

M dS+IKTM ds+j

Nds+ [ &; N,ds
S

0=Rmx(j : %1+j 1d%+d}+@

S

-1
. _|ar O(T, =T MM N,N
RDX=[ T (hl 2)+aT(T1+T2)}(J‘ 3 1ds+£ llzldsJ

S
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. [ay O(T,-T 4 4"
RDXz[—T (hl 2)+aT(T1+T2)}(§+ﬁj

Stosujc na réwnaniu transformaciaplace’a otrzymamy

R oy L[ ar (- T,) 4 4"
R X =2 M) ) [ 22

o, 1 1 [a;0(T,-T,) a4 a4\t
N s o)

Przyjmujemy w zadaniu stacjonarny przeptyw ciegégedony rownaniem
Tl(t)_TZ (t) = (Tl _Tz)H (t)

gdzie H(t) - funkcja Heaviside'a.

Whprowadzaic funkci modyfikujaca r(t) = % otrzymamy

X“’:‘D“‘)[@m (ot g s

Funkcja X(t) dla ramy zelbetowej poddanej dziataniu temperatury
przyjmuje posté&

_fonl/ 1 _ rEC)-r) 4 [ 1
X(t)—.([rDE—b<m{Eb {y(1+EbCO)e +1 I EC, +

1 1 1
+ 1+ EbCO 6(': - T):| + ,L[Ezé(t - T)} + 1+ Iu {Eb(l_mj} D

B(t-1) >dr [E@ va, T, +T, )}(i' +ij_l

3J FI
W podanym wzorze E,,C,,y sa statymi okrglajacymi reologiczne

wiasciwosci betonu, g4 - udziatem zbrojenia, E,- modut spgzystasci
stalowych wktadek.
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Po wykonaniu catkowania otrzymujemy zmienny w czasozktad sit
wewretrznych wywotanych stacjonarnym przeptywem ciepta ramie
zelbetowe;.

Przyjto przy tym, ze beton opisany nie by rownaniem liniowej
lepkospezystaici, natomiast stal posiada awosci sprezyste.

X(t)
ST X(0)
/77

XO
|

Rys. 3.13f Wykresy sit przekrojowyd¥, N, T dla ciata liniowo-lepkosptystego.

ZADANIE 3.14.

W podanym uktadzie ptowym (jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym)
nalezy wyznaczy rozktady funkcji momentéw zginggych, sit poprzecznych i
sit osiowych wywotanych dziataniem stacjonarnegdaptermicznego oraz
osiadaniem podpory. Schemat zadania oraz pole tampei kierunek
osiadania podpory przedstawiono na rys. 3.14a
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