_|
=

N
S

1 5 T 6
_T;L_(E
Rys. 3.14a

Obliczenia nalgy wykona dla materiatu:

a) liniowo-sprezystego o=El¢
b) nieliniowo-sprezystego o=AEN
c) liniowo-lepkosprezystego o =R[Cd¢

Wyniki obliczen nalezy ze sol poréwnd.

Dane:l — dluga¢ preta, T, — temperatura nsza, T, — temperatura wgza,
ar — wspotczynnik rozszerzaléd cieplnej, E,N,R(t), A — wspodtczynnik i
funkcje charakteryzgge wigciwosci mechaniczne w podanym uktadzie
réznych materiatow.

Rozwigzanie:

W podanym zadaniu sity przekrojowe icsihiperstatyczg wyznaczamy
korzystajc z catki Mohra, ktéra w postaci niezmienniczej yjpmauje forne
zaleznosci

5= (K +&7 M ds+[ (g +&;)N,ds

gdzie O jest przemieszczeniem w ukladzie wywotanym osisanpodpory
oraz przyrostem temperatury.
Zgodnie z warunkiem nierozdziel§gd przemieszczenie punktu 1 uktadu
Wwynosi
Uo :I(KM +KT)M1dS+I(£M +&; N ds
S

S

143



gdzie (k,, , k;) s zmianami krzywizn wywotanymi odpowiednio przezrsta
napezen i przyrost temperatury, &y, &) S3 wydtuzeniami wywotanymi przez
pole napgzen i srednp wartasé temperatury w przekroju.

Wystepujagce w catce Mohra funkcj®é; i N; 53 momentami zgingpymi i
sitami osiowymi w analizowanym ukfadzie ¢gswym, ktdére wywotane &
dziataniem sity jednostkowej przytonej w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia, czyli w punkcie 1.

Przedstawione zadanie jest rownam@ nastpujacemu zadaniu statycznie
wyznaczalnemu, w ktérym sita hiperstatycz2danusi by tak dobrana by jej
taczne dziatanie wraz polem temperatur wywotywatoepreszczenied réwne
wymuszonemu przemieszczeniu podpagyczyli spetniony musi by warunek
nierozdzielnéci u, = 0.

S

T:1<T,

Ty ——

X

Rys. 3.14b

W wyrazeniu tym o przyjmuje rGne wartdci w zalenosci od rodzaju
analizowanego materiatu. Wspélmla wszystkich rozwanych przypadkéw
czgécia obliczen niezalenie od opisu materiatygunkcjeM; i N; (momentow i
sit osiowych od sity jednostkowej), ktorych wykresyajp posta

1 2 # i
- (S T L@:lME
W"E 31 11Wﬁ E

Wspdlm cz$¢ dla poszczegdélnych zaflastanows takie wyraenia na
zmiany krzywizn i wydtaenia spowodowane wptywami termicznymi.
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R R
o =0T o = (4T)
H 2
/ Sl Bl
Rys. 3.14d

a) Materiat liniowo-spr ezysty
Materiat liniowo-spezysty opisany jest rOéwnaniem fizycznym postaci
o=Ele, co prowadzi do nagbujacych wyraen na Krzywize k,, |

wydtuzenie &y.

M N

T M TR

gdzie: M jest funkcij momentéw zginagych wywotanych dziataniem
wszystkich sit w ukfadzie, natomialtjest funkcjy sit osiowych od wszystkich
sit w uktadzie.

W wyniku podstawi@ rownanie przyjmie posta

M,

M N,
UO_J EJ
S

N[
EF

ds+.[,l(T [Mlds+_[ ds+_[£T [N,ds

Funkcje momentéw zginagych M i sit osiowychN maozna przedstawi w
postaci

M=XIM,, N=XIN,

Réwnanie statyki przyjmie wt posta

Uy = X lewlds+IN1DN1ds + [k DM ds+ [ & INds
. BJ . EF < <

Uy = X (511 + 51'1)"' (5T + 5+ )
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M, M,
EJ

gdzie :j ds, o, = J%ds O; = IKTMldS- Oy, = JET N,ds

Wyrazenia U,,dy,;,0,,,0;,0; S wzorami okrélajacymi wspotczynniki
wystepujace w klasycznym réwnaniu metody sit.

Wartasci tych wspotczynnikéw wyznaczamy korzys@jz uproszczonego
sposobu Mohra-Wereszczagina, ktory wynika wprosbbficzania wartéci
catki oznaczonej iloczynu dwéch funkcji przy czyedpa z tych funkcji musi
by¢ ciagta, a druga liniowa.

W wyniku przeliczé otrzymamy

o, =—[annd = a’
EJ 23

3EJ

o :i(mm +12002) -8
EF EF

5 =1E|]D]§LQT (T,-T) _ a7 m*(T, - T,)
! 2 h 2h

5. =1mfT (T, +T,) -7 (T, +7,)
! 2 2

Uzyskane wyniki wstawimy do rGwnania

. :X[4|3 +8_Ij+aTI2(T2—T1)+aTI(T1+T2)

3E] EF 2h 2
o[, @l -T) el +T)] 4%, 8 )
0 2h 2 3E] EF

Znajoma¢ sity hiperstatyczne)X pozwala na spoggdzenie wykreséw sit
przekrojowych.
X 2X % E

sl

X

s
[\
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X X ﬁ E(

Rys. 3.14e

b) Materiat nieliniowo-spr ezysty

W tym przypadku wykresy momentowl; i sit osiowych N; od sity
jednostkowejX = 1, jak i wykresy termicznych wydtan i zmian krzywizn
beda identyczne jak w zadaniu liniowo-sggystym. Inmy post& beda natomiast
mialy wydtuwzenia i zmiany krzywizn, ktére wywotane zostaly przsik
hiperstatycza X.

Wyrazenia te bda mialy posté

L) L wtvsa]

a wynikaj one z naspujacego réwnania fizycznego = Ae"
Stuszny jest rowniewarunek nierozdzielrigi u, =9
Wartaé¢ dwyznaczamy z catki Mohra korzysiajze wzoréw

n

M
My N,d 5.
o= I[A.J N+ S+I F) Srort

gdzieM = MyX; N = N X
Po podstawieniu do réwnania otrzymamy

LU X" M, +IX EINl"Nd r W21, -T,) , ar 01, +T,)
L [AI(N +2))" 2

anj M{ M, ds+JN1n 1ds =u0_aT|2(T2_Tl)_aTI(T1+T2)
AN+ S (AF) 2h 2

Wystepujace w wyraeniu catki wynosz
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Mln EMl . | (1|3)n+1 . |n+2
;[[AJ N+1]”d 4'([[A.J(N +1)]nOI 4[AJ(N +1)]"(n+2)

Nlan ~ | 1E|_n | 2n+1 B 4| 2n+1|
o i v Tl T e I P

[ al(,-T) al(h+T,)] avz a2
X __UO 2h 2 \[A(N+1P(n+2) (AF) (AF)”}

N al(n,-1) a1 +T,)] avz a2 "
X_{_U" 2h 2 | [A(N+DP(h+2) (AF) (AF)“J }

Z poréwnania rozwgzan w zadaniu nieliniowym i liniowym istnieje
mozliwo$¢ dobrania takiej wartwi ,modulu siecznego” w zadaniu
nieliniowym aby rozwazania w obu zadaniach byly identyczne.

Poréwnujc sity X z rozwizania liniowego i nieliniowego otrzymujemy

{uo_ale(Tz—Tl)_aTl(T1+T2)}£ 43 +8_IJ_1:

2h 2 3B EF

=|u —aTIZ(TZ _Tl)+aT|(T1+T2) " 42 +4|+2”+1| N
0 2h 2 AnJ(N +1)n(n+2) (AF)n

E(£+§J_l{uo a1, -T) arl(T, +T2)} _

3 F 2h - 2

2h 2

N
:{Uo _aql3(1-T) _arl(ny +T2)} 0

42 4+ 2 )
+
EﬁA”J(N +1)"(n+2)  (AF)" J

N-1
E=lu _aTIZ(TZ_Tl)_aTI(T1+T2) 0
2h 2

4|n+2 +4I +2n+1| -N £+8_|
AJ(N+1)"(n+2)  (AF) 3] F
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Wynika std, ze zasgpczy ,modut sieczny” zalex bedzie nie tylko od
rozktadéw temperatur, ale réwaieod konfiguracji uktadu.

c) Liniowy materiat lepkospr ezysty
o= Iqo(t )¢ drqus

gdzie ¢(t) jest funkch relaksacii, £ (7) predkoscig odksztatca, O symbolem
splotu.
Wydtuzenia i krzywizny wyraaja si¢ tutaj wzorami

Ot Oy
F o J,,

N OR MOR
F J

dla réwnania fizycznego

£= ;[ R(t - r)a(r)dr

Warunek nierozdzielrsgi pozostaje bez zmian jak w zadaniu liniowo- i
nieliniowo spezystym u, =9, czyli
_ I ROM

Mlds+jKTMlds+j REN Nlds+_[.€T N,ds
S S S

gdzie

M =XM,;, N=XN,
Po podstawieniu otrzymujemy
J-M M

u0=RDX( lo|s+j 1ds}+dr+dr

S

=rox| 2 4° .8, al(n,-T)  al(h+T,)
33 2h 2
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_ 3 -1
o8

Stosujc transformagj Laplace’a otrzymamy

R(p)pX (p) =%[Uo - asz(l(Tz—r:Tl)+Tl+T2H[g+%lj_l

X(p)=—— {uo—aTm('(TZ_Tl)+T1+T2ﬂ[£+8_']_l

~ p?R(p) 2 h 3 F

Przyjelismy w zadaniu stacjonarny przeptyw cieplny ckoay réwnaniem
T, = Ty(t) = (T, =T, H (1), gdzieH(t) jest funkcj Heaviside'a.

Wprowadzajc funkcg modyfikujaca r(t), gdzief(p) = 1 otrzymujemy

R(p)

X(t) =tDr(t){u —”—T'[—' (. _T1)+T +T. ﬂ [ﬂs +8—']_1
"2 h ) F

Funkcja X ¢ ) dla ramyzelbetowej poddanej dziataniu temperatury przyjmie
post&

1 o
1+ ,u{EID [_ yi+ B,y BN 4

+(1 ! J+ ! 5(t—r)}+u|525(t—r)}+

"1+EC,) 1+EC,

N E|1- ! ot-r))dr uo—a—TI T, =Ty +T,+T, ||O
1+ u 1+ EC, 2 h

4° g\’

- 4+

33 F
W podanym wzorzeE, Co,, y S statymi okrdélajacymi reologiczne

wiasciwosci betonu,u - udziat zbrojeniaE, — modut spgzystasci stalowych
wktadek. Po wykonaniu catkowania otrzymujemy zmigmnczasie rozktad sit

P
X(t) = [rO0=
O=]r Eb<
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przekrojowych wywotany stacjonarnym przeptywem &epw ramie
zelbetowej. Przygto przy tym,ze beton opisany nie by réwnaniami liniowej
lepkospezystaici, natomiast stal posiada awosci sprezyste.

Wykresy sit przekrojowych g analogiczne jak w zadaniu liniowo-

sprezystym.
2X(t) \M g% 2X(0)
—=——X(t) E

o JQ: X(©)

& N

HT =X X(0)

Rys. 3.14f Wykresy sit przekrojowyd#, N, T dla ciala liniowo-lepkospgrystego

ZADANIE 3.15.

W podanym uktadzie ptowym (jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym)
nalezy wyznaczy rozktady funkcji momentow zgingych, sit poprzecznych i
sit osiowych wywotanych dziataniem stacjonarnegéapgemperatur. Schemat
zadania oraz pole temperatur przedstawiono n&8r¥Sa.

Obliczenia nalgy wykona dla materiatu:

a) liniowo — sprezystego o=E¢
b) nieliniowo — sprezystego o= A"
c) liniowo — lepkosprezystego o=RLde

Wyniki obliczen nalezy ze sol porownd.
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Rys. 3.15a

Dane :| - dlugas¢, T, T, - temperaturagr - wspotczynnik rozszerzaldo
cieplnej, E, N, R(t), A - wspdiczynniki i funkcje charakteryzge
wihasciwosci mechaniczne w podanym zestawienych materiatow.

Rozwigzanie:

W przedstawionym zadaniu sity przekrojowe i ¢sihiperstatycza
wyznaczymy wykorzystag calle Mohra, ktérej niezmiennicza poséta
przyjmuje forng zaleznosci

3= (ky +xr Myds+ [ (ey +&r Nds
S S

gdzie djest przemieszczeniem w ukfadzie wywotanym przygwmstemperatury.
Pret 1-2 ulega wydkeniu, ktére spowodowane jest przyrostem

temperaturyAT =%(Tl +T,) i wynosi a (T, +T2)|§.

Zachodzi wgc rowna¢

A+ar (T, +T2)l2:I(KM +KT)M1dS+j(5M +&1 N, ds
S S

gdzie «,, ,kr S zmianami Kkrzywizn nagpujacymi w wyniku stanu

napezenia i przyrostu temperatur, &, i & 3 wydtuzeniami wywotanymi

przez pole napeen i sredni wartas¢ temperatur w przekroju.
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Wystepujace w calce Mohra funkcj®; i N; 3 odpowiednio momentami
zginagcymi i sitami osiowymi w zadanym ukladziegpowym, ktére wynikag
Z dziatania jednostkowej sity przytonej w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia, czyli w punktach 1 i 2. Natomiagest wydtlzeniem peta
1 - 2 spowodowanym dziataniem sity osiowej w tymcpe. Jest to wielkd
nieznana i poszukiwana w zadaniu.

Przedstawione zadanie jest rownam@ hasipujagcemu zadaniu statycznie
wyznaczalnemu.

Rys. 3.15b

Sita hiperstatycznX musi by tak dobrana, aby jej¢zne dziatanie wraz z
polem temperatury wywolywaty przemieszczediedwne wydhieniu A preta

1 -2 od sity osiowe)X i wydtuzeniu termicznemuar(T; + T2)|—2. Musi by
zatem spetniony nagiujacy warunek nierozdzielrioi
A +aT(T1+T2)I_2 =0

W wyrazeniu tym A i O przyjmup rézne wartdci w zalenosci od
analizowanego materialu. Niezate od opisu materialu pozostajednak
funkcje My i N; (momentéw zginagych i sit osiowych od sity jednostkowej),
ktérych wykresy maj posta
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Rys. 3.15c

Wydluzenia oraz zmiany krzywizn spowodowane dziataniemla po
termicznego majnatomiast rozktady:

Kt :—aT (rl _Tz) & = a; (rl +T2)

Rys. 3.15d
gdzieh jest wysokécig przekroju.
a) Materiat liniowospr ezysty
Cialo liniowo-spezyste opisane jest rownaniem fizycznysn=EI[&, co

prowadzi do nasgpujacych wyraen na krzywizny «,, i wydtuzenia g w
uktadzie
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gdzie M jest funkcj momentéw zginagych wywotanych dziataniem
wszystkich sit w uktadzieN jest funkcy sit osiowych od wszystkich sit w
uktadzie.

W naszym zadaniu wygiuje tylko sitaX, gdyz reakcje w podporach nie
wystepuja. Wykorzystujc powyzsze, maemy rOwnanie zapigav postaci:

M

X M
EJ

|
_E-i-aT (m, +T2)E:£

NN
L ds+£KTMlds+J; EFl ds+_|;£T N,ds (3)

Funkcg momentéw zginagychM i sit osiowychN mazna przedstawijako
M=XIM;, N=X[IN,;
a réwnanie statyki w sposob ngstijacy:

X

| MM
F +aT(T1+T2)E = X[J; .

EJ

L dS+j NlNl dSJ + J‘KTMldS +I£T NldS
s EF s s

Wyrazenia po prawej stronie réwnania wyznaczymy poshmujsi
uproszczonym sposobem Mohra — Wereszczagina, kitnsujemy przy
obliczaniu wartéci calki oznaczonej iloczynu dwoch funkcji. Jednayzh
funkcji musi by ciagta, za druga liniowa.

W wyniku przeliczé otrzymamy:

3
(Sﬂzi(zal-mmﬁummj: o
B\ 2 3

3EJ
L1 |
o0, =—(10m)=—
1 EF( ) EF
—_ _ 2

S :1[”%(1-1 +T2)=GTTI(T1 +T2)

Uzyskane wyniki wstawiamy do réwnania

X | 5° 1) ap2? al
_E+GT(T1+T2)§=X[E+EJ_—Th (Tl_T2)+_;(Tl+T2)
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3 2
X[ o +I_+ | J:a_TI(T1+T2)_a7TI(T1+T2)+aThZI (Tl_TZ)

3E] EF EF| 2
-1
a, 212 5% 2l
X =32 (1 -7 + =
h (. 2)[3E.J EFJ
a. 2E1° 5% 2\
X ==1 L-T,) —+=
h n 2)[&1 FJ

Znajoma¢ sity hiperstatyczneX pozwala na spogdzenie wykreséw sit
przekrojowych

N
X ﬁ{# A
T
—
EO= FEE
X W\X
Rys. 3.15e

b) Materiat nieliniowo-spr ezysty

Wykresy momentowM, i sit osiowychN; od sity jednostkoweK = 1 oraz
wykresy termicznych wydten i zmian krzywizn bda identyczne jak w
zadaniu liniowo-sprzystym. Natomiast zmianie ulegrwydtuzenia i zmiany
krzywizn wywolane przez sit hiperstatycza X. Mozemy je wyrazt przy
pomocy wzorow:
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() <)

co jest nagipstwem réwnania fizycznego postari= Ac" .
Stuszny pozostaje réwrnievarunek nierozdzielroi:

A+ar(T+T,)- =0

!
2

gdzie wartéci A i dwyznaczymy z catki Mohra

Mo N "
— Mlds+j[—} N,ds+d; +0;
AJ(N +1) )| AF
n n n
i Ads =1 i = L
AF AF AF
Po podstawieniu powgzych zalenosci otrzymujemy réwnanie nieliniowe

" "™ XN
—|(%j +aT(T1+T2)'—2:ij ds+j s

a;l

2
-4 2 (Tl _T2)+_(Tl +T2)

N

N'N, ) ap2?
~(AF) I[A.JN+1] _£(AF)”dS]_ 5 (- T)

SO P S T S s [T o
R eI R | PP i i(AF)“dJ

_ a2

(Tl - )

[ __! 1™ |2 | ) _ap2?
* ((AF)n * n+2[AI(N +1)]" +[AJ(N+1)] (AF)" ] h (T,-T,)

S 2 (n+4)"™? 2%
< o * e p)
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AF)"  (n+2)]AJ(N +1)"

Z poréwnania rozwizar w zadaniu liniowym i nieliniowym istnieje
mozliwo$¢ dobrania takiej wartmi ,modulu siecznego” w zadaniu
nieliniowym, aby rozwjzania w obu zadaniach byly identyczne. Przyrowmnu;j
sity X z rozwizan liniowego i nieliniowego mamy

m[a_ZJFEJ_l{aTZIZ(TFTz)TEE( I :|—N

h 3 F h AF)"  (n+2)AJ(N +1)"

cfen (Yt ]

Z rOwnania tego wynikaze zas¢pczy modut sieczny zatg nie tylko od
rozktadéw temperatury, ale takod konfiguracji uktadu.

c) Materiat lepkosprezysty
Dla materiatu lepko-sgeystego rownania fizyczne mgposta

o= j qo(t - r)é(r)dr =ple

gdzie ¢t) jest funkcy relaksacji, £(t) - predkascia odksztatca, CL— symbolem

splotu.
Wydtuzenia i krzywizny wyraajg sic wzorami

N OR M OR
E= , K=——

F J

t
dla réwnania fizycznego £ = [R(t - 7) & (r)d7 .
0
Warunek nierozdzielrfgi pozostaje nadal bez zmian

A +aT(T1 +T2)IE=5
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